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Вступление
Прежде чем приступать к рассмотрению задач, давайте вспомним, что же такое уравнение. Уравнение - это два выражения, соединенные знаком равенства; в эти выражения входят одна или несколько переменных, называемых неизвестными. Решить уравнение - значит найти все значения неизвестных, при которых оно обращается в верное равенство, или установить, что таких значений нет. До некоторого времени мы сталкивались с уравнениями, в которых была лишь одна переменная. Но ведь, исходя из определения, в уравнении может быть более 1 переменной, и хотелось бы уметь решать и такие уравнения.  Именно этому  пособие будет Вас обучать.
Решение уравнений с 2 переменными методом перебора.

Задача №1
При решении могут понадобиться равносильные преобразования уравнений (см. теорию п.1)
В клетке сидят кролики и фазаны, всего у них 18 ног. Узнать, сколько в клетке тех и других?

Возможно учащиеся подумают, что в задаче не хватает данных( неизвестных – два, а уравнение только одно. Однако выход из положения есть( ведь наша цель состоит в том, чтобы найти все пары натуральных чисел х и у, удовлетворяющих этому уравнению, или, как говорят по другому, решить уравнение в натуральных числах.
Решение:    

1). Составляется уравнение с двумя неизвестными переменными, в котором

х – число кроликов, у – число фазанов:

4х + 2у = 18, или 2х + у = 9.

2). Выразим  у  через  х:      у = 9 – 2х.

3). Далее воспользуемся методом перебора:

	х
	1
	2
	3
	4

	у
	7
	5
	3
	1


Таким образом, задача имеет четыре решения.

Ответ:  (1; 7), (2; 5), (3; 3), (4; 1).
Задача №2
При решении могут понадобиться равносильные преобразования уравнений (см. теорию п.1)
Допустим, в аквариуме живут осьминоги и морские звёзды. У осьминогов по 8 ног, а у морских звёзд – по 5. Всего конечностей насчитывается 39. Сколько в аквариуме животных? 
Решение:
1). Пусть х - количество морских звёзд,  у – количество осьминогов. 

Тогда у всех осьминогов по 8у ног, а у всех звёзд 5х ног. 

2).Составим уравнение: 5х + 8у = 39.

3). Заметим, что количество животных не может выражаться нецелым или отрицательным числами. Следовательно, х и y – целые неотрицательные числа.

4). Из уравнения 5х + 8у = 39 выразим y:  у=(39 – 5х)/8

5). Т.к. у - целое неотрицательное число нужно, чтобы выражение 39 – 5х без остатка делилось на 8. 

6). Простой перебор вариантов показывает, что это возможно только при 

х = 3, тогда у = 3.

Ответ: (3; 3)

Задача №3
При решении могут понадобиться равносильные преобразования уравнений (см. теорию п.1)
На складе имеются пачки тетрадей по 25 штук и по 35 штук. Можно ли купить 445 тетрадей, не вскрывая пачек? 
Решение:
1). Пусть х - количество тетрадей по 25 штук,  у – количество тетрадей по 35 штук. 

2). Составим уравнение: 25х+35у=445


3). Заметим, что количество тетрадей не может выражаться нецелым или отрицательным числами. Следовательно, х и y – целые неотрицательные числа.

4). Из уравнения 25х+35у=445 выразим y:  у=(445 – 25х)/35

5). Т.к. у-целое неотрицательное число нужно, чтобы выражение 445 – 25х без остатка делилось на 35.

6). Простой перебор вариантов показывает, что это возможно только при х = 8, тогда у = 7.

Ответ: (8; 7)

Задача №4
При решении могут понадобиться равносильные преобразования уравнений (см. теорию п.1)
Подданные привезли в дар шаху 300 драгоценных камней в маленьких шкатулках по 15 штук в каждой и в больших – по 40 штук в каждой. Сколько было тех и других шкатулок, если известно, что маленьких было меньше, чем больших? 

Решение:
1). Пусть х - количество маленьких шкатулок,  у – количество больших шкатулок.

2). Составим уравнение: 15х+40у=300

3). Заметим, что количество шкатулок не может выражаться нецелым или отрицательным числами. Следовательно, х и y – целые неотрицательные числа.

4). Из уравнения 15х+40у=300 выразим y:  у=(300 – 15х)/40

5). Т.к. у - целое неотрицательное число нужно, чтобы выражение 300 – 15х без остатка делилось на 40.

6). Простой перебор вариантов показывает, что это возможно только при 

х = 4, тогда у = 6.
Ответ: (4; 6)

Задача №5
При решении могут понадобиться равносильные преобразования уравнений (см. теорию п.1) и определение системы уравнений (см. теорию п.2)
В загоне находятся одноглавые сороконожки и трехглавые змеи. Всего у них 298 ног и 26 голов. Сколько ног у трехглавых змей?

Решение:

1). Обозначим за «х» сороконожек, а за «у» трехглавых змей, тогда голов:

3у + х = 26.

Обозначим за «z» количество ног у одного змея, тогда ног уz + 40х = 298.

2). Имеем систему уравнений:
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1. Сначала  решим первое уравнение системы 3y+x=26 методом перебора:

3y+x=26

y1=8   x1=2

y2=7   x2=5

y3=6   x3=8

y4=5   x4=11

y5=4   x5=14
y6=3   x6=17
y7=2   x7=20
y8=1   x8=23

2. Выделим x из первого уравнения 3y+x=26:  

x=26-3y
3. Подставим 26 –y во второе уравнение вместо x:

yz+40x=298

yz+40*(26-3y)=298

yz+1040-120y=298

1040-298=120y-yz
742=120y-yz
742=y*(120-z)

Так как нам надо решить уравнение в натуральных числах, то из из равенства 742=y*(120-z) следует что у-делитель 742, следовательно из вариантов п.1 уберем те, где у не является делителем 742:
y1=8   x1=2

y2=7   x2=5

y3=6   x3=8

y4=5   x4=11

y5=4   x5=14

y6=3   x6=17

y7=2   x7=20
y8=1   x8=23

4. Далее из равенства, получившегося в п.3 выделим z:
742=y*(120-z)
742/у=120-z
z=120-742/y
Помня, что x,y,z-натуральные числа, из трех оставшихся значений y, уберем те, которые будут противоречить этому условию и выражению z=120-742/y:

y2=7   x2=5
y7=2   x7=20

y8=1   x8=23
Следовательно y=7, x=5. Зная это, найдем z:
z=120-742/y
z=120-742/7

z=120-106

z=14

Ответ: у трехглавого змея 14 ног.

Задача №6
При решении могут понадобиться равносильные преобразования уравнений (см. теорию п.1) и свойства неравенств (см. теорию п.3)
Найти множество всех пар натуральных чисел, которые являются решениями уравнения 49х + 51у = 602.

Решение: 
1). Выразим из уравнения переменную х через у:  х =
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2). Так как х и у – натуральные числа, то х = 
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602 - 51у ≥ 49 (каждую сторону неравенства умножили на 49)- см. теорию п.3 4 теорему неравенств.

-51у≥-553  (из каждой стороны неравенства вычли 602 (прибавили -602))- см. теорию п.3 3 теорему неравенств.

51у≤553 (каждую сторону уравнения умножили на -1)- см. теорию п.3 4 теорему неравенств.

1≤у≤10
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 (каждую часть уравнения разделили на 51)- см. теорию п.3 4 теорему неравенств.

Полный перебор вариантов показывает, что натуральными решениями уравнения являются х=5, у=7.
Ответ: (5;7).

Решение уравнений с 2 переменными методом разложения на множители.

Прежде чем переходить к разбору решений сложных уравнений повторим разложение на множители.

Повторение.

Разложение на множители.
Задание №1

а).Разложите на множители простые числа: 13; 17; 19; 23; 37; 73; 83;
Ответ: 
13=13*1=-13*-1

17=17*1=-17*-1

19=19*1=-19*-1
23=23*1=-23*-1
37=37*1=-37*-1
73=73*1=-73*-1
83=83*1=-83*-1
б).Разложите на множители составные числа: 18;24;32;36; 40;95;142;
Ответ:

18=±2*±9=±3*±6=±1*±18;

24=±1*±24=±2*±12=±3*±8=±4*±6;

32=±1*±32=±2*±16=±4*±8;

36=±1*±36=±2*±18=±3*±12=±4*±9=±6*±6;

40=±1*±40=±2*±20=±4*±10=±5*±8;

95=±1*±95=±5*±19;

142=±1*±142=±2*±71;

Задание №2
Решите уравнения в целых числах:

а). xy=15
б). xy=24

в). ab=81
Ответ:
а). xy=15
15=±1*±15=±3*±5;

x1=15;  y1=1;

x2=-15; y2=-1;

x3=3;  y3=5;

x4=-3; y4=-5;

б). xy=24

x1=1;  y1=24;

x2=-1; y2=-24;

x3=2;  y3=12;

x4=-2; y4=-12;

x5=3;  y5=8;

x6=-3; y6=-8;

x7=4;  y7=6;

x8=-4; y8=-6;

в).ab=81;
x1=1;  y1=81;

x2=-1; y2=-81;

x3=3;  y3=27;

x4=-3; y4=-27;

x5=9;  y5=9;

x6=-9; y6=-9;

Задание №3

При решении может понадобиться определение системы уравнений-см. теорию п.2

Решите уравнения в целых числах:

а). (x-y)*(x+7)=79

б). (у-z)*(y+z)=95

Ответ:

а). (x-y)*(x+y)=79

     79=±1*±79;
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б). (у-z)*(y+z)=95

      95=±1*±95=±5*±19
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Задание №4

При решении может понадобиться метод разложения на множители способом группировки (см. теорию п.4 подпункт 3)
Способом группировки разложите на множители многочлен:

a). ab-8a-bx+8x
б). ax-b+bx-a
в). ax-y+x-ay
г). ax-2bx+ay-2by
Ответ:

a). ab-8a-bx+8x=a(b-8)-x(b-8)=(a-x)(b-8)
б). ax-b+bx-a=a(x-1)+b(x-1)=(x-1)(a+b)
в). ax-y+x-ay=x(a+1)-y(1+a)=(a+1)(x-y)
г). ax-2bx+ay-2by= x(a-2b)+y(a-2b)=(a-2b)(x+y)

Задание №5

При решении может понадобиться метод разложения формулами сокращенного умножения (см. теорию п.4 подпункт 2)
Выполните возведение в квадрат, пользуясь формулой квадрата суммы и квадрата разности:

а).(x2-5)2
б).(7-у3)2

в). (2а+b4)2
г). (-3p+q3)2

Ответ:

а).(x2-5)2=x4-10x2+25

б).(7-у3)2=49-14y3+y6
в). (2а+b4)2=4a2+4ab4+b8
г). (-3p+q3)2=9p2-6pq3+q6
Задание №6

При решении могут понадобиться метод разложения формулами сокращенного умножения (см. теорию п.4 подпункт 2)
Пользуясь формулой куба суммы, преобразуйте многочлен в выражение:
а). (а+2)3
б). (2x+y)3

в). (a+3b)3

Ответ:

а). (а+2)3=a3+6a2+12a+8
б). (2x+y)3=8x3+12x2 y+6xy2+y3
в). (a+3b)3=a3+9a2b+27ab2+27b3

Задание №7
При решении может понадобиться метод разложения формулами сокращенного умножения (см. теорию п.4 подпункт 2)
Пользуясь формулой куба разности, преобразуйте многочлен в выражение:

а). (b-4)3
б). (1-2с)3
в). (2a-3)3

Ответ:

а). (b-4)3 =b3-12b2+12b-64

б). (1-2с)3=1-6c+12c2-8c3
в). (2a-3)3=8a3-36a2+54a-27

Задание №8

При решении может понадобиться метод разложения формулами сокращенного умножения (см. теорию п.4 подпункт 2)
Пользуясь формулой разности квадратов, представьте в виде многочлена произведение:
a). (x2-5)(x2+5)
б). (4+y2)(y2-4)
в). (9a2-b2)(b2+9a2)

г). (0,7x+y2)(0,7x-y2)
Ответ:

a). (x2-5)(x2+5)=x4-25
б). (4+y2)(y2-4)=y4-16
в). (9a2-b2)(b2+9a2)=81a2-b4
г). (0,7x+y2)(0,7x-y2)=0,49x2-y4
Задание №9

При решении может понадобиться метод разложения формулами сокращенного умножения (см. теорию п.4 подпункт 2)
Пользуясь формулой суммы и разности квадратов, разложите на множители многочлен:
a). x3+y3
б). m3-n3

в). 8+а3
г). 27-у3
Ответ:
a). x3+y3=(x+y)(x2-xy+y2)
б). m3-n3=(m-n)(m2+mn+n2)

в). 8+а3=(2+a)(4-2a+a2)

г). 27-у3=(3-y)(9+3y+y2)

Итак, а теперь, когда мы повторили метод разложения на множители перейдем к рассмотрению более сложных решений уравнений с 2 переменными методом разложения на множители.

Задача №1
Решить уравнение в целых числах: х2 + 23 = у2
Решение:

Перепишем уравнение в виде: у2 - х2 = 23= (у - х)(у + х) = 23

Так как х и у – целые числа и 23 – простое число, то возможны случаи:
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Решая полученные системы, находим:
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Ответ: (-11;12);(11;12);(11;-12);(-11;-12).

Задача №2
Решите уравнение в целых числах: x² - y² = 91.
Решение:

Разложим левую часть данного уравнения на множители: (х–у)(х+у)= =91. 
Так как  91= ±1*±91 = ±7 * ±13, то решение данного уравнения сводится к решению восьми систем:

1)(x – y = 1                                            

   (
   (x + y = 91

   (46; 45)
2)(x – y =- 1
   (
   (x + y =- 91

   (-46; -45)

3)(x – y = 91

   (
   (x + y = 1

   (46; -45)

4)(x – y = -91

   (
   (x + y = -1

   (-46; 45)

5)(x – y = 7

   (
   (x + y = 13

   (10; 3)

6)(x – y = -7

   (
   (x + y = -13

   (-10; -3)

7)(x – y = 13

   (
   (x + y = 7

   (10; -3)

8)(x – y = -13

   (
   (x + y = -7

   (-10; 3)

Ответ: (46; 45),(46; - 45),(-46; -45),(-46; 45),(10; 3),(10; -3),(-10; -3),(-10; 3).

Задача №3

Решите в целых числах:  ху=х+у

Решение:

1). Перепишем уравнение в следующем виде ху – х – у + 1 = 1. 

2). Левую часть данного уравнения разложим на множители, применяя способ группировки.      х(у – 1) – (у – 1) = 1; (у – 1)(х – 1) = 1. 

3). (у – 1)(х – 1) = 1.

 Решим это уравнение в виде системы:

    (у – 1 = 1                   
    (
    (х – 1 = 1

     (2; 2)

    (у – 1 = -1                   
    (
    (х – 1 = -1

     (0; 0)

Ответ: (2; 2), (0; 0).

Задача №4

При решении может понадобиться свойство неполного квадрата о его не отрицательности (см. теорию п.5)
Решить уравнение в целых числах:   y3 - x3 = 91.

Решение:

1) Используя формулы сокращенного умножения, разложим правую часть уравнения на множители:

                                          (y - x)(y2 + xy + x2) = 91   

2) Выпишем все делители числа 91: ± 1; ± 7; ± 13; ± 91

3) Проводим исследование. Заметим, что для любых  целых x и y  число   

                          y2 + yx + x2 ≥  0 – см. теорию п.5
следовательно, оба сомножителя в левой части уравнения должны быть положительными. Тогда уравнение (y - x)(y2 + xy + x2) = 91  равносильно совокупности систем уравнений:
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4) Решив системы, получим: первая система имеет решения (5; 6), (-6; -5); третья    (-3; 4),(-4;3); вторая и четвертая решений в целых числах не имеют. 

Ответ:  (5; 6); (-6; -5); (-3; 4);(-4;3).

Задача №5

Решите в натуральных числах:  2х² + 5ху – 12у² = 28.

Решение:

Разложим левую часть данного уравнения на множители, для этого перепишем уравнение в следующем виде: 2х² - 3ху + 8ху – 12у² = 28.

Применяя способ группировки, получим (2х – 3у)(х + 4у) = 28. 

Так как х, у – натуральные числа, то (х + 4у)(N и  х + 4у ( 5, тогда возможны следующие случаи:

1)( 2х – 3у = 1

   (
   (х + 4у = 28

     (8; 5);

2)( 2х – 3у = 4

   (
   (х + 4у = 7

     решений в натуральных числах нет;

3)( 2х – 3у = 2

   (
   (х + 4у = 14

     решений в натуральных числах нет.

Ответ: (8; 5).
Задача №6

Решите в целых числах   2ху = х² + 2у.
Решение:
1). Перепишем уравнение в следующем виде :
х² - 2ху + 2у = 0. 

х²+2у-2ху=0

2). Преобразуем это выражение так, чтобы оно приняло вид двух множителей:

х²+2у-2ху=0

(х²-2ху+у2)-у2+2у-1+1=0

(х-у)2- (у2-2y)-1+1=0

(х-у)2- (у2-2y+1)+1=0

(х-у)2- (у-1)2+1=0

(х-у)2- (у-1)2=-1

((x-y)-(y-1))*((x-y)+(y-1))=-1

(x-y-y+1)*(x-y+y-1) =-1

(x-2y+1)*(x-1)=-1

3). (x-2y+1)*(x-1)=-1
 Решение этого уравнения сводится к решению следующих систем:

( х – 2у + 1= -1                     или                             ( х – 1= -1                                                                    

(                                                                                 (
( х – 1= 1                                                                  ( х – 2у + 1= 1
(2; 2)
                                                                 решений в нат. числах нет

Ответ: (2; 2)
Задача №7

Решите в натуральных числах:   х² - 4ху – 5у² = 1996.
Решение:

1).Перепишем уравнение в виде: 

(х²-4ху+4у²)–9у²=1996

(х-2у)²–9у²=1996.

2).Разложим левую часть на множители:    

(х – 5у)(х + у) = 1996.

3).Выпишем на какие целые множители раскладывается 1996:

1996=1 * 1996

1996=2 * 998

1996=4 * 499

1996=-1 * (-1996)

1996=-2 * (-998) 

1996= -4 * (-499)

4). Так как х ( N, y(N, то (х + у) ( N, причём (х + у) > 1 (т.к. самые маленькие  натуральные x и у могут быть равны 1, следовательно,  их сумма никак не будет равна числу, которое меньше или равно единице)

5). Если (х + у)(N и (х + у)(х – 5у) = 1996, то (х – 5у) ( N
6).Из наших предыдущих действий повторим главное:

(х + у) > 1

(х + у)(N 

(х – 5у) ( N
Тогда решение получившегося уравнения сводится к решению следующих систем:

1)(х - 5у = 1 

   (
   (х + у = 1996 

решений в натуральных числах нет

2)(х - 5у = 499                              или                    (х - 5у = 4

   (                                                                             (
   (х + у = 4                                                              (х + у = 499

системы решений в натуральных числах не имеют

3)(х - 5у = 2                                  или                     (х - 5у = 988

   (                                                                              (
   (х + у =998                                                            (х + у =2

    (832; 166)                                        решения в натуральных числах нет
Ответ: (832; 166)                  
Задача №8

Решить в натуральных числах уравнение:  
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Представить 2001 в виде произведения двух разных натуральных чисел можно тремя различными способами:
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Ответ: (1001;1000); (335;332); (49;20); (55;32)

Задача №9
Решить в целых числах уравнение: 
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Решение: 
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Ответ: (2;1), (0;1).

Задача №10

Решить в целых числах уравнение:
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Решение:

1). 3xy+2x+3y=0

     3xy+2x+3y+2-2=0

     3y(x+1)+2(x+1)-2=0

     (x+1)(3y+2)=2

2). 
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3). (1),(2):
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Ответ: 
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Задача №11.

Решить уравнение в целых числах: 
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Решение:
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Ответ: 
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Решение уравнений с 2 переменными методом выражения одной переменной через другую и выделением целой части.

Прежде чем переходить к разбору решений сложных уравнений сделаем несколько подготовительных заданий.

Задание №1
При решении может понадобиться деление многочлена на многочлен (см. теорию п.6)
а). Разделить многочлен 3x5+2x4+x2-x+1 на многочлен x3+2x2+x.
Решение.
Опишем алгоритм деления многочленов для этого примера по шагам.

1. Запишем оба многочлена по убыванию степеней
3x5+2x4+x2-x+1 = 3x5+2x4+0*x3+x2-x+1
x3+2x2+x = x3+2x2+x

2. Разделим первый член делимого 3x5 на первый член делителя x3. Получаем первый член частного 3x2.

3. Умножим первый член частного 3x2 на делитель x3+2x2+x. Получаем многочлен 3x5+6x4+3x3 и записываем его под делимым.

4. Вычтем из делимого 3x5+2x4+0*x3+x2-x+1 написанный под ним многочлен. Получаем первый остаток -4x4-3x3+x2-x+1.

5. Разделим первый член первого остатка -4x4 на первый член делителя x3. Получаем второй член частного -4x.

6. Умножим второй член частного -4x на делитель x3+2x2+x. Получаем многочлен -4x4-8x3-4x2 и записываем его под первым остатком.

7. Вычтем из первого остатка -4x4-3x3+x2-x+1 записанный под ним многочлен. Получаем второй остаток 5x3+5x2-x+1.

8. Делим первый член второго остатка 5x3 на первый член делителя x3. Получаем третий член частного 5.

9. Умножаем третий член частного 5 на делитель x3+2x2+x. Получаем многочлен 5x3+10x2+5x и записываем его под вторым остатком.

10. Вычитаем из второго остатка 5x3+5x2-x+1 написанный под ним многочлен. Получаем третий остаток -5x2-6x+1.

11. Степень третьего остатка меньше степени делителя, следовательно, процесс деления завершен. Частное от деления 3x2-4x+5, остаток -5x2-6x+1.

Запишем деление многочленов в виде деления "уголком".
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Ответ: 3x5+2x4+x2-x+1 = (3x2-4x+5)*(x3+2x2+x)-5x2-6x+1

б).  Деление многочлена на многочлен столбиком.
Разделить многочлен 2x4-11x3+19x2-13x+3 на многочлен 2x2-3x+1.

Решение.
Деление многочлена на многочлен столбиком (уголком)
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Многочлен 2x4-11x3+19x2-13x+3 делится на многочлен 2x2-3x+1 без остатка.
в).
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1) Делим первый член 16a³ делимого на первый член 4a² делителя; результат 4a является первым членом частного.

2) Умножаем полученное выражение 4a на делитель 4a² – a + 2 ; записываем результат 16a³ – 4a² + 8a под делимым (один подобный член под другим).

3) Вычитаем почленно этот результат из делимого и сносим вниз следующий по порядку член делимого 7; получаем остаток 12a² –13a + 7 .

4) Делим первый член 12a² этого выражения на первый член 4a² делителя; результат 3 – это второй член частного.

5) Умножаем этот второй член частного 3 на делитель 4a² – a + 2 и вновь записываем результат 12a² – 3a + 6 под делимым (один подобный член под другим).

6) Вычитаем почленно полученный результат из предыдущего остатка и получаем второй остаток: – 10a + 1. Его степень меньше степени делителя, поэтому деление заканчивается.

В результате получили частное 4a + 3 и остаток –10 a + 1.

г). Разделить х4+6х3-3х2- х +1 на х2- 2х+3:

х4+6х3-3х2- х +1 | х2- 2х+3

х4-2х3+3х2          | х2+8х+10

     8х3- 6х2 - х

     8х3-16х2+24х

            10х2- 25х +1

            10х2-20х+30

                      -5х – 29

Ответ: х2+8х+10 (ост. -5х – 29)

д). х-2х5+1 разделить на х-1.
-2х5+0х4+0х3+0х2+х+1 | х-1 

-2х5+2х4                          |-2х4-2х3-2х2-1 

        -2х4+0х3

        -2х4+2х3


    -2х3+0х2


    -2х3+2х2


            -2х2+ х

                        -2х2+2х


                     -х+1


                      -х+1


                            0
Задание №2

В заданном уравнении выразить одну переменную через другую:

1) с+8d=15

Ответ: с = 15 - 8d; d = (15 - c) : 8.

2) -р-9q=4

Ответ: q = - (4+p) : 9; p = 9q - 4. 

3) 5u+7v=21
Ответ: u = (21-7v) : 5; v = (21 - 5u) : 7.

4)2-4x+5y=0
Ответ: x = (2+5y) : 4; y = -(2 - 4x) : 5.

5)  ах = а-1;

Ответ: x = (a - 1) : a; a = 1 : (1 - x).   

6) (а+2) х = а-1;
Ответ: x = (a - 1) : (a + 2); a = (2x + 1) : (1 - x).
        

Задание №3

Выделите целую часть:

[image: image253.jpg]
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Итак, а теперь, когда мы сделали подготовительные упражнения перейдем к рассмотрению более сложных решений уравнений с 2 переменными методом выражения одной переменной через другую и выделением целой части.
Задача №1
Решить уравнение в целых числах: х3 - х2 - ху - 17х - 3у + 8 = 0.

Решение: 
Перенесем х и у по разные стороны от знака равенства: 

ху + 3у = х3 - х2 - 17х + 8 

у(х+3) = х3 - х2 -17х +8. 

Теперь выразим одну переменную через другую:

у =(х3- х2-17х+8) : (х+3) = х2 - 4х - 5 + 23: (х +3) 

Дробь должна быть целым числом, поэтому х+3 = ±1 или х+3 = ±23. 
Ответ: Рассматривая все 4 возможных случая получим соответствующие у:

(-2;30), (-4;4), (20;676), (-26; 774).

Задача №2
Решить уравнение в целых числах: х2 + ху – у – 2 = 0.

Решение:
Выразим из данного уравнения у через х:

у(х - 1) =2 - х2,
у = [image: image175.png]
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+[image: image179.png]


= -(х + 1) + [image: image180.png]


, 
(х[image: image181.png]


1)

Так как х, у – целые числа, то дробь [image: image182.png]


должна быть целым числом.

Это возможно, если х – 1 = [image: image183.png]




1)[image: image184.png]x—-1=-1,

y=—-x-1-1;



 2) [image: image185.png]x—1=1,
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Ответ: (0;-2);(2;-2).

Задача №3

Решить уравнение в целых числах: 
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Задача №4
Решить в целых числах уравнение: 
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Решение:
Выразим у  через х из равенства
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Т.к. 
[image: image204.wmf]Z

y

Z

x

Î

Î

,

, то 
[image: image205.wmf]1

-

x

 может равняться 
[image: image206.wmf]3

;

1

±

±

, откуда


[image: image207.wmf]4

,

2

-

=

=

y

x



[image: image208.wmf]2

,

0

=

=

y

x



[image: image209.wmf]2

,

4

-

=

=

y

x



[image: image210.wmf]0

,

2

=

-

=

y

x


Ответ: 
[image: image211.wmf])

2

;

4

(

),

4

;

2

(

),

2

;

0

(

),

0

;

2

(

-

-

-


Задача №5
Решить в целых числах уравнение:
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Ответ: 
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Задача №6

Решить в целых числах уравнение: 
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Решение:

Выразим 
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Преобразуем полученную дробь: 
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Поскольку 
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Имеем четыре возможности: 

1) 
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Ответ: 
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Теория

1). Равносильные преобразования уравнений:
1. Если в уравнении перенести слагаемое из одной части в другую, изменив его знак, то получится уравнение , равносильное данному;

2. Если обе части уравнения умножить или разделить на одно и то же отличное от нуля число, то получится уравнение равносильное данному.

2). Система уравнений- это два или несколько уравнений, которыми можно манипулировать для нахождения общих решений.
     Решение  системы уравнений с 2 переменнными –это пара значений переменных, обращающая каждое уравнение системы в верное равенство.

3). Свойства неравенств:

Теорема 1:

Если a>b, то b<a; если, а<b, то b>a
Действительно, если разность a-b – положительное число, то разность b-a – отрицательное число, и наоборот.

Теорема 2:

Если a<b и b<c, то a<c.

Докажем, что равенство а-с – отрицательное число. Прибавим к этой разности числа b и –b и сгруппируем слагаемые:

 а-с=a-c+b-b=(a-b)+(b-c)

По условию a<b и b<c. Поэтому слагаемые a-b и b-c-отрицательные числа. Значит, и их сумма является отрицательным числом. Следовательно, а<c. Аналогично доказывается, что если a>b и b>c, то a>c.

Теорема 3:

Если a<b и с – любое число, то а+с<b+c
Преобразуем разность (a+c)-(b+c):

(a+c)-(b+c)=a-b
По условию a<b, поэтому a-b-отрицательное число. Значит, и разность (a+b)-(b+c) отрицательна. Следовательно, а+с<b+c.

Итак, если к обеим частям верного неравенства прибавить одно и то же число, то получится верное равенство.

Теорема 4:

Если a<b и с –положительное число, то ac<bс. Если a<b и с –отрицательное число, то ac>bс.

Представим разность ac-bc в виде произведения:

ac-bc=с(a-b).

Так как a<b, то a-b-отрицательное число. Если с>0, то произведение с(a-b) отрицательно, и, следовательно, ac<bс.

Так как деление можно заменить умножением на число, обратное делителю, то аналогичное свойство справедливо и для деления.

Итак, если обе части верного неравенства умножить или разделить на одно и то же положительное число, то получится верное неравенство;

Если обе части верного неравенства умножить или разделить на одно и то же отрицательное число и изменить знак неравенства на противоположный, то получится верное неравенство;

Следствие из 4 теоремы:

Если a и b – положительные числа и a<b, то [image: image240.png]


>  [image: image242.png]



Разделим обе части неравенства a<b на положительное число ab: [image: image244.png]


<  [image: image246.png]


. Сократив дроби, получим, что   [image: image248.png]


, т.е [image: image250.png]


>  [image: image252.png]


.

Теорема 5:

Если a<b и c<d, то a+c<b+d.

Прибавим к обеим частям неравенства a<b число с, получим a+c<b+с. Прибавив к обеим частям неравенства c<d число b, получим  b+c<b+d. 

Из неравенств a+c<b+с и b+c<b+d следует, что a+c<b+d.

Теорема справедлива и в случае почленного сложения более чем двух неравенств. 

Таким образом, если почленнно сложить верные неравенства одного знака, то получится верное неравенство.

Теорема 6:

Если a<b и c<d, где a,b, с и d-положительные числа, то ac<bd.

Умножив обе части неравенства a<b на положительное число с, получим ac<bс. 

Умножив обе части неравенства c<d на положительное число b, получим bc<bd. 

Из неравенства ac<bс и bc<bd следует, что ac<bd.

Теорема справедлива и для почленного умножения более чем двух неравенств указанного вида. 

Таким образом, если почленно перемножить верные неравенства одного знака, левые и правые части которых-положительные числа, то получится верное неравенство.

Заметим, что если в неравенствах  a<b и c<d среди чисел a,b, с и d имеются отрицательные, то неравенство ac<bd может оказаться неверным. Так, перемнжив почленно верные неравенства -1<2 и -3<1, получим неравенство 3<2, которое не является верным.

Следствие из теоремы 6:

Если a и b положительны и a<b, то аn<bn, где n-натуральное число.

Перемножив почленно n верных равенств a<b, в которых а и положительные числа, получим верное неравенство аn<bn.

4). Методы разложения на множители: 

1. вынесение общего множителя за скобку:
Например:   
73*8 +7*8 =(73 + 7)*8 = 80*8 = 640

7x - x - 6 = (7 - 1)x - 6 = 6x - 6 = 6(x - 1)

2. использование формул сокращённого умножения:

· Квадрат суммы двух выражений равен квадрату первого выражения плюс удвоенное произведение первого выражения на второе плюс квадрат второго выражения.

(a + b)2 = a2 + 2ab + b2
· Квадрат разности двух выражений равен квадрату первого выражения минус удвоенное произведение первого выражения на второе плюс квадрат второго выражения.

(a - b)2 = a2 - 2ab + b2
· Разность квадратов двух выражений равна произведению разности этих выражений и их суммы. 

a2 - b2 = (a -b) (a+b)
· Куб суммы двух выражений равен кубу первого выражения плюс утроенное произведение квадрата первого выражения на второе плюс утроенное произведение первого выражения на квадрат второго плюс куб второго выражения.

(a + b)3 = a3 + 3a2b + 3ab2 + b3
· Куб разности двух выражений равен кубу первого выражения минус утроенное произведение квадрата первого выражения на второе плюс утроенное произведение первого выражения на квадрат второго минус куб второго выражения.

(a - b)3 = a3 - 3a2b + 3ab2 - b3
· Сумма кубов двух выражений равна произведению суммы первого и второго выражения на неполный квадрат разности этих выражений.

a3 + b3 = (a + b) (a2 - ab + b2)
· Разность кубов двух выражений равна произведению разности первого и второго выражения на неполный квадрат суммы этих выражений.

a3 - b3 = (a - b) (a2 + ab + b2)
3. способ группировки:

Рассмотрим разложение многочлена на множители способом  
группировки на конкретном примере:    35a 2+7a 2b 2+5b+b   

1) Сгруппируем слагаемые скобками:  (35a* 2+7a 2b* 2) + (5b+b)

2) Вынесем за скобки общий множитель первой,  а затем и второй группы:  7a 2 *(5+b *2) + b *(5+b*2)  

  

3) У нас получилось выражение из двух слагаемых, в каждом из которых присутствует общий множитель (5+b*2). Его мы вынесем за скобку: 
      (7a*2+b) * (5+b*2) . 
4)  Значит:  
 35a *2+7a 2b* 2+5b+b *3 = (7a 2+b) (5+b 2) .   
5).  Свойство неполного квадрата: неполный квадрат  всегда неотрицателен.
Доказательство:

Сравним y2+yx+x2  с  y2+2|y||x|+x2
1). y2+2|y||x|+x2
    |y||x|≥0

    2|y||x|≥0

2). y2 + yx + x2
Если у,х≥0, то yx≥0                      Если y,х –разных знаков, то ух<0

Если y,x≤0, то yx≥0

3). Сравним 2|y||x|≥0 и yx≥0:        Сравним 2|y||x|≥0 и yx<0:

2|y||x|> yx                                                2|y||x|> yx   

Итак, получается, какие бы знаки не имели х и у, 2|y||x| > yx   

4). y2+2|y||x|+x2=(|y|+|x|)2≥0 (Т.к. квадрат всегда положителен)

     2|y||x| > yx  - см.п.3

Из этих двух выражений следует:

y2+yx+x2< y2+2|y||x|+x2 = (|y|+|x|) 2≥0

Но, глядя на это выражение нельзя утверждать, что  y2+yx+x2 больше или меньше нуля. Это можно было бы сделать, если бы знаки смотрели в одну сторону, например:

<    <   <   <

  Или

>    >   >  >

Поэтому попробуем сравнить y2+yx+x2  с  y2 -2|y||x|+x2  вместо y2+2|y||x|+x2

1). y2-2|y||x|+x2
    |y||x|≥0

    -2|y||x|≤0

2). y2 + yx + x2
Если у,х≥0, то yx≥0                      Если y,х –разных знаков, то ух<0

Если y,x≤0, то yx≥0

3). Сравним -2|y||x|≥0 и yx≥0:        Сравним -2|y||x|≥0 и yx<0:

2|y||x|< yx                                                2|y||x|< yx   

Итак, получается, какие бы знаки не имели х и у, -2|y||x| < yx   

4). y2-2|y||x|+x2=(|y|-|x|)2≥0 (Т.к. квадрат всегда положителен)

     -2|y||x| < yx - см.п.3

Из этих двух выражений следует:

y2+yx+x2> y2-2|y||x|+x2 = (|y|+|x|) 2≥0

Итак, y2+yx+x2≥0

ч.т.д.
6) Деление многочлена на многочлен
Условия деления:
1.  При делении многочлены следует располагать по убывающим степеням.

2.  Степень делимого должна быть больше или равна степени делителя.

3.  Деление прекращается, когда степень остатка оказывается меньше степени делителя.

Алгоритм деления:

1.  Все время производите деление на первый член делителя: первый раз делите на него первый член делимого, а в последующем – первый член остатка (остатков).

2.  Результаты этих делений первых членов являются частями) ответа (решения).

Алгоритм деления многочленов рассмотрим на конкретном примере.

Пример Разделим многочлен 2х4 – х3 + 5х2 – 8x + 1 на многочлен х2 – x + 1:

2х4 – х3 + 5х2 – 8x + 1
—————————
х2 – x + 1

Решение.

Произведем деление столбиком:

2х4 – х3 + 5х2 – 8x + 1 | х2 – x + 1
НО!

Прежде чем приступить к решению, напомним:
2х4 – х3 + 5х2 – 8x + 1 – это делимое, 
х2 – x + 1 – это делитель.
Степень многочлена равна наибольшей из степеней входящих в него одночленов.

Степенью одночлена стандартного вида называется сумма степеней всех переменных, входящих в одночлен.

Итак:

Шаг 1. Разделим первый член делимого на первый член делителя:

2х4 – х3 + 5х2 – 8x + 1 | х2 – x + 1
2х4
—— = 2х4–2 = 2x2
х2
Мы получили первый член частного: 2x2. Вписываем его в столбик:

2х4 – х3 + 5х2 – 8x + 1 | х2 – x + 1
│ 2x2
Шаг 2. Умножим полученное частное на делитель, как это обычно и делается при делении столбиком:

2x2 (х2 – x + 1) = 2x4 – 2x3 + 2x2
Полученный результат пишем под делимым и производим вычитание. При этом к вычитаемому добавляем нули в соответствующих степенях и значениях, чтобы уменьшаемое и вычитаемое имели одинаковое количество членов (причину поймете во время дальнейших действий):

2х4 – х3 + 5х2 – 8x + 1 | х2 – x + 1
2x4 – 2x3 + 2x2 + 0x + 0 | 2x2
Теперь произведем это вычитание отдельно, сводя подобные члены. При этом нули опустим (здесь в них нет смысла):

(2х4 – х3 + 5х2 – 8x + 1) – (2x4 – 2x3 + 2x2) = 2х4 – х3 + 5х2 – 8x + 1 – 2x4 + 2x3 – 2x2 =

= x3 + 3x2 – 8x + 1

Мы получили первый остаток, а наш столбик обрел следующий вид:

2х4 – х3 + 5х2 – 8x + 1 | х2 – x + 1
2x4 – 2x3 + 2x2 + 0x + 0 | 2x2
——————————
x3 + 3x2 – 8x + 1
Шаг 3. Делим первый член остатка на первый член делителя и получаем второй член частного:

x3
— = x3–2 = x
x2
Вписываем его в наш столбик (добавляем к частному) со знаком +, так как х положительное число:

2х4 – х3 + 5х2 – 8x + 1 | х2 – x + 1
2x4 – 2x3 + 2x2 + 0x + 0 | 2x2 + x
——————————
x3 + 3x2 – 8x + 1

Шаг 4. Теперь уже этот второй член частного умножаем на делитель (все по правилам деления в столбик):

x(х2 – x + 1) = x3 – x2 + x

К полученному результату добавляем ноль и вписываем его в столбик:

2х4 – х3 + 5х2 – 8x + 1 | х2 – x + 1
2x4 – 2x3 + 2x2 + 0x + 0 | 2x2 + x
——————————
x3 + 3x2 – 8x + 1
x3 – x2 + x + 0
Снова производим вычитание:

(x3 + 3x2 – 8x + 1) – (x3 – x2 + x) = x3 + 3x2 – 8x + 1 – x3 + x2 – x = 4x2 – 9x + 1.

Вписываем результат вычитания в столбик:

2х4 – х3 + 5х2 – 8x + 1 | х2 – x + 1
2x4 – 2x3 + 2x2 + 0x + 0 | 2x2 + x
——————————
x3 + 3x2 – 8x + 1
x3 – x2 + x + 0
——————————
4x2 – 9x + 1
Мы видим, что и этот остаток не равен нулю, и его степень не меньше степени делителя, а равна ей. Значит, деление продолжается.

Шаг 5. Повторяем действие 3, но уже со вторым остатком – делим первый член второго остатка на первый член делителя и получаем третий член частного:

4x2
— = 4
x2
Вписываем в столбик:

2х4 – х3 + 5х2 – 8x + 1 | х2 – x + 1
2x4 – 2x3 + 2x2 + 0x + 0 | 2x2 + x + 4
——————————
x3 + 3x2 – 8x + 1
x3 – x2 + x + 0
——————————
4x2 – 9x + 1

Шаг 6. Разумеется, повторяем действие 4, но уже с третьим членом частного – умножаем третий член частного на делитель:

4(х2 – x + 1) = 4x2 – 4x + 4

Вписываем результат умножения в столбик:

2х4 – х3 + 5х2 – 8x + 1 | х2 – x + 1 
2x4 – 2x3 + 2x2 + 0x + 0 | 2x2 + x + 4
——————————
x3 + 3x2 – 8x + 1
x3 – x2 + x + 0
——————————
4x2 – 9x + 1
4x2 – 4x + 4
Производим вычитание:

(4x2 – 9x + 1) – (4x2 – 4x + 4) = 4x2 – 9x + 1 – 4x2 + 4x – 4 = –5x – 3.

Вписываем результат вычитания в столбик:

2х4 – х3 + 5х2 – 8x + 1 | х2 – x + 1
2x4 – 2x3 + 2x2 + 0x + 0 | 2x2 + x + 4
——————————
x3 + 3x2 – 8x + 1
x3 – x2 + x + 0
——————————
4x2 – 9x + 1
4x2 – 4x + 4
——————————
–5x – 3
Степень этого числа меньше степени делителя – следовательно, процесс деления завершен. У нас получился результат с остатком.

Ответ:

2х4 – х3 + 5х2 – 8x + 1
—————————— = 2x2 + x + 4 (остаток –5x – 3)
х2 – x + 1

или

2х4 – х3 + 5х2 – 8x + 1 –5x – 3
—————————— = 2x2 + x + 4 + —————
х2 – x + 1 х2 – x + 1
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